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Descripcion

En esta sesion especial se presentaran desarrollos recientes en el campo de los polinomios ortogonales y las
funciones especiales, con un énfasis particular en sus aspectos analiticos y computacionales. Se exploraran
también las interacciones de estas areas con otras disciplinas fundamentales, tales como el Algebra Lineal, las
Ecuaciones Diferenciales, la Teoria de Operadores, el Andlisis de Fourier y la Fisica Matematica. A lo largo de
las 13 comunicaciones programadas, destacados especialistas abordaran estos temas desde diversas perspectivas,
proporcionando una visién actualizada y multidisciplinar del estado del arte en la investigacién contemporanea.

Esta sesion especial se enmarca en las actividades de la Red ORTHONET.
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Operadores de tipo Bernstein sobre el simplex para parametros
negativos

TERESA E. PEREZ, MARLON J. RECARTE

Instituto de Matematicas y Departamento de Matematica Aplicada

tperezQugr.es

Resumen. En este trabajo estudiamos operadores de tipo Bernstein basados en el producto escalar
clasico sobre el simplex de R2. Aparte de resultados estdndar, deduciremos propiedades de derivacion,
y probaremos que los polinomios ortogonales clasicos sobre el simplex son las funciones propias de
este operador. Ademads analizaremos los casos limite cuando alguno de los pardmetros es un entero
negativo. Finalmente, mostraremos algunos experimentos numéricos.

Referencias

[1] M. M. Derriennic, On multivariate approximation by Bernstein-type polynomials, J. Approx. Theory 45
(1985), no. 2, 155-166.

[2] D. Lara-Velasco, T. E. Pérez, Bernstein-type operators preserving derivatives, Comput. Appl. Math. 43
(2024), no. 277.

[3] G. G. Lorentz, Bernstein polynomials, Chelsea Publishing Company, New York, 1997.

Agradecimientos. Participacion financiada por el Proyecto Aproximacion Multivariada con Aplicaciones,
PID2023.149117NB.100.
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Zonal Function Networks desde el punto de vista de la
superresolucién

JUAN ANTONIO VILLEGAS, HRUSHIKESH N. MHASKAR, ANDREI MARTINEZ-FINKELSHTEIN

Instituto de Mateméticas (IMAG) y Departamento de Matemética Aplicada, Universidad de Granada

jantoniovr@Qugr.es

Resumen. Dada una funcién par f : S> — R definida sobre la esfera unitaria, asumimos que f

tiene una forma especifica (o puede ser aproximada mediante una expresién de esta forma), llamada
Zonal Function Network (ZF-Network o ZFN):

K
F0) =Y diGxy),  con Gxy) = Ix-yIP x,y,ui.....k €S2
=1

donde v > —1/2 es conocido y 2+ 1 no es un entero par. Nuestro objetivo es determinar el valor de
los coeficientes d; y los puntos y;, i = 1,..., K, a partir de una muestra discreta {(z;, f(z;)) ;-V:l,
Tj € S2.

Este problema puede ser abordado de diversas formas, pero en esta charla principalmente utilizaremos
técnicas de aproximacién basadas en el uso de esféricos arménicos y sus propidades, asi como de
funciones kernel localizadas, centrandonos en las bases tedricas de esta metodologia y mostrando
ejemplos e implementaciones practicas.

Usaremos la muestra de puntos y férmulas de cubatura para definir una funcién que indica la
localizacién de los centros {yf,i = 1,...,K} y nos ayuda a calcular el valor de los coeficientes
{d;,i = 1,..., K}. Finalmente, presentaremos algunos ejemplos numéricos que ilustran la efectivi-
dad de la metodologia propuesta.

Referencias

[1] K. Atkinson, W. Han (2012) Spherical Harmonics and Approxzimations on the Unit Sphere: An Introduction.
Springer.

[2] Q. T. Gia, H. N. Mhaskar (2008). Localized Linear Polynomial Operators and Quadrature Formulas on the
Sphere. SIAM J. Numer. Anal., 47, 440-466.
[3] H.N. Mhaskar, R. O’'Dowd (2025). Learning on manifolds without manifold learning. Neural Networks, 181.

[4] H. N. Mhaskar (2020). Kernel-based analysis of massive data. Frontiers in Applied Mathematics and Statis-
tics, 6.

[5] H. N. Mhaskar (2019). Function approximation with zonal function networks with activation functions
analogous to the rectified linear unit functions. Journal of Complezity, 51, 1-19.

Agradecimientos. Proyecto parcialmente financiado por el proyecto “PID2023-149117NB-1007, del Minis-
terio de Ciencia e Innovacién y FEDER, y el proyecto IMAG-Marfa de Maeztu “CEX 2020-001105-M”, de
“MCIN/AEI/10.13039/501100011033” .
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Perturbaciones de la Medida en la Ortogonalidad Multiple Mixta

MIGUEL ROJAS, MANUEL MANAS
Departamento de Fisica Tedrica, Universidad Complutense de Madrid

migroj01@ucm.es

Resumen. En esta charla, enfatizamos el papel decisivo del andlisis matricial en el estudio de los
polinomios ortogonales. La teoria de los polinomios ortogonales clasicos y el andlisis matricial surgen
naturalmente en el estudio de las matrices tridiagonales (matrices de Jacobi), cuyo espectro, bajo
ciertas condiciones, coincide con el soporte de una medida asociada a una sucesién de polinomios
ortogonales. Ademas, la factorizacién de Gauss-Borel de la matriz de momentos desempena un papel
fundamental en la caracterizacién de la ortogonalidad y en el descubrimiento de propiedades estruc-
turales clave.

Nos centramos en los MMOP (polinomios ortogonales con respecto a una matriz de medidas). En
este caso, la matriz de Jacobi asociada es una matriz banda, donde el nimero de diagonales no
nulas depende del tamano de la matriz de la medida. Dentro de este marco, estudiamos cémo se
transforman los polinomios ortogonales cuando la matriz de medidas experimenta perturbaciones
polinomiales matriciales. La perturbacion més general que consideramos sigue la forma de Uvarov:

di(e)R(z) = L(z)dpu(z),

donde R(x), L(z) son matrices polinomiales, du(z) es la matriz de medidas original, y dji(z) la
correspondiente matriz de medidas perturbada. Tomando R(xz) = I o L(xz) = I, obtenemos una
perturbacion de Christoffel o de Geronimus, respectivamente.

La principal contribucién de nuestro trabajo es la generalizacién de estas perturbaciones mas alla de
polinomios matriciales diagonales, extendiendo la teoria para incluir casos con matrices principales no
monicas. Esta generalizacion conduce a un andlisis de las propiedades espectrales de los polinomios
matriciales de la perturbacién. Ademads, reducimos el problema de garantizar la ortogonalidad a un
problema de dlgebra lineal que involucra la compatibilidad de ciertos sistemas de ecuaciones lineales.

Referencias

[1] M. I Bueno and F. Marcelldn, Darbouz transformation and perturbation of linear functionals, Linear Algebra
and its Applications 384 (2004) 215-242.

[2] M. Manas and M. Rojas, General Christoffel Perturbations for Mized Multiple Orthogonal Polynomials,
arXiv:2405.11630.

[3] M. Manas and M. Rojas, General Geronimus Perturbations for Mized Multiple Orthogonal Polynomials,
Analysis and Mathematical Physics 15, article number 50 (2025).
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122154NB-100], Ortogonalidad y Aproxzimacion con Aplicaciones en Machine Learning y Teoria de la Probabi-
lidad, financiado por, MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y por “ERDF A Way of making Europe”.
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Una conexion entre la transformacion inversa de Darboux y
productos de Sobolev via polinomios matriciales

M.J. CANTERO, L. MORAL, L. VELAZQUEZ
Departamento de Matematica Aplicada, Universidad de Zaragoza

mjcante@unizar.es

Resumen. La transformacién directa de Darboux de una matriz CMV conduce a una nueva matriz
también CMV. Sin embargo la transformacién inversa de Darboux no siempre da lugar a otra matriz
CMYV, sino a ciertas soluciones relativas a productos tipo Sobolev discretos.

En esta charla se establece una conexién entre Polinomios Ortogonales en la circunferencia unidad
con respecto a un producto tipo Sobolev discreto y Polinomios Matriciales en la recta real que
clarifica la conexién entre la transformacion inversa de Darboux para matrices CMV y productos
tipo Sobolev discretos.

Se muestra como dicha conexién ademds permite trasladar el problema de obtener las soluciones
de la transformada inversa de Darboux en la circunferencia unidad a un problema de Geronimus
matricial en la recta real.

Agradecimientos. Trabajo financiado por la ayuda PID2021-124472NB-I00 del proyecto financiado por
MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y “FEDER Una manera de hacer Europa”.
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Algunos problemas de inversiéon de funciones especiales: algoritmos
numéricos e implementaciones computacionales

AMPARO GIL, JAVIER SEGURA, NicO M. TEMME
Departamento de Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacién, Universidad de Cantabria

amparo.gil@unican.es

Resumen. En esta charla discutiremos estrategias asintéticas y numéricas esenciales para la cons-
truccion de algoritmos recientes desarrollados por nuestro grupo, orientados a la resolucion de diversos
problemas de inversién asociados a funciones especiales.
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La funcién trascendente de Lerch: nuevos desarrollos convergentes y
uniformes

ESTER PEREZ SiNusiA, JoSE L. LOPEZ

Departamento de Mateméatica Aplicada, Universidad de Zaragoza

ester.perezQunizar.es

Resumen. La funcién trascendente de Lerch ®(z, s, a) desempena un papel importante en diversas
areas de las matemadticas y la fisica, con aplicaciones notables en la mecanica estadistica y la teoria
cuantica de campos. En este contexto, resulta especialmente relevante obtener nuevas representacio-
nes de ®(z, s,a) que sean ttiles tanto desde un punto de vista analitico como computacional.

En este trabajo, presentamos desarrollos convergentes novedosos de ®(z, s, a) en términos de funcio-
nes elementales que son uniformes en la variable z. Tomando como punto de partida la representacion

integral
1 oS} xs—le—aa:
P = d
(25,0) I'(s) /0 1—zes 0

vélida para R(s) > 0, R(a) > 0si z € C\ [1, 00), aplicamos dos métodos analiticos distintos, ambos
basados en desarrollos de Taylor multipunto que permiten aproximar transformadas integrales de la
forma:

Plz) = /0 h(t, 2)g(t) dt.

Finalmente, se incluyen diversos experimentos numéricos que ilustran la precisién de las nuevas
aproximaciones, as{ como comparaciones con otros desarrollos conocidos [IJ.

Referencias

[1] J. L. Lépez, E. Pérez Sinusia (2025). New analytic representations of the Lerch transcendent. Numer Algor,
https://doi.org/10.1007/s11075-025-02113-w.
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Funciones de Bessel, teoremas de transplantacion y transferencia

OscaR CIAURRI

Departamento de Matematicas y Computacién, Universidad de La Rioja

oscar.ciaurriQunirioja.es

Resumen. Es bien conocido que las funciones especiales juegan un importante papel en algunos
aspectos del andlisis arménico. Un ejemplo cldsico son las funciones de Bessel de primer tipo, que
se convierten en el nucleo de la transformada de Fourier cuando actiia sobre funciones radiales. En
esos casos suele hablarse de transformada de Hankel. En esta charla mostraremos un resultado sobre
acotacion uniforme del operador de transplantacién para la transformada de Hankel (vinculado a las
funciones hipergeométricas, otra familia clasica de funciones especiales) y veremos que da lugar a un
teorema de transferencia para multiplicadores de la transformada de Fourier. Estos resultados se ver
en [I].

Referencias

[1] O. Ciaurri (2025). Uniform weighted inequalities for the Hankel transform transplantation operator. Preprint,
arXiv:2501.06152.
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Ecuacién en diferencias para polinomios cuasi-ortogonales

CRISTINA RODRIGUEZ-PERALES, GALINA FILIPUK, JUAN F. MANAS-MANAS, JUAN J. MORENO-BALCAZAR

Departamento de Matematicas, Universidad de Almeria

crpl70Qual.es

Resumen. En esta charla se pretende obtener la ecuacién en diferencias de segundo orden que satis-
facen los polinomios cuasi-ortogonales de primer orden s, (x), dados por s, (x) = pp(2) + cppn—1(2),
donde p,(z) son los polinomios ortonormales relacionados con el operador de Hahn y ¢, es una
sucesion de constantes.

Para ello, como paso preliminar se comienza obteniendo los operadores escalera, conocidos en la lite-
ratura como ladder operators, para los polinomios p, (z). Dichos operadores nos permiten establecer
la ecuacion en diferencias de segundo orden para estos polinomios, unificando algunos resultados
conocidos en la literatura. Finalmente, se ilustran los resultados obtenidos para dos familias de po-
linomios concretas: cuasi-Krawtchouk y cuasi-little g-Laguerre.

Referencias

[1] Y. Chen, M.E.H. Ismail (1997). Ladder operators and differential equations for orthogonal polynomials. J.
Phys. A: Math. Gen., 30 , 7918-7829.

[2] G. Filipuk, J. F. Manas-Manas, J. J. Moreno-Balcdzar, C. Rodriguez-Perales. Second—order difference equa-
tion for quasi—orthogonal polynomials related to Hahn difference operator. Enviado.

[3] M.E.H. Ismail, X.S. Wang (2019). On quasi-orthogonal polynomials: Their differential equations, discrimi-
nants and electrostatics. J. Math. Anal. Appl., 474 |, 1178-1197.

Agradecimientos. Trabajo financiado por la ayuda PPIT-UAL, Junta de Andalucia-FSE. Progra-
ma: 54.A. Aplicacion 741; por la ayuda PID2021-124472NB-100 del proyecto financiado por MI-
CIU/AEI/10.13039/501100011033 y “FEDER Una manera de hacer Europa”; Centro de Investigacion CDTIME
y Grupo de Investigacién FQM-0229 de la Universidad de Almeria.
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Sobre operadores escalera de orden superior para polinomios
ortogonales clasicos

MISAEL E. MARRIAGA, JAVIER MARTINEZ

Departamento de Mateméatica Aplicada, Ciencia e Ingenieria de Materiales y Tecnologia Electrénica,
Universidad Rey Juan Carlos

misael.marriaga@urjc.es

Resumen. Analizamos la estructura algebraica de los operadores escalera de orden superior para los
polinomios ortogonales cldsicos (Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel) en términos de sus funcionales
de momentos y de dos operadores escalera de primer orden, J; y J.. Estudiamos expresiones
operacionales de estos operadores escalera mediante ciertos operadores integro-diferenciales.

Agradecimientos. MEM agradece el proyecto de investigacién [PID2021-122154NB-100], Ortogonalidad
y Aproximacion con Aplicaciones en Machine Learning y Teoria de la Probabilidad, financiado por MI-
CIU/AEI/10.13039/501100011033 y por “ERDF A Way of making Europe”. MEM y JM agradecen el convenio
plurianual de la Comunidad de Madrid con la Universidad Rey Juan Carlos en el marco de los Proyectos I+D
para Jévenes Doctores, Ref. M2731, proyecto NETA-MM.
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Polinomios ortogonales generalizados de Gauss-Rys

JuaN C. GARCIA-ARDILA, FRANCISCO MARCELLAN

Departamento de Matematica Aplicada a la Ingenieria Industrial, Universidad Politécnica de Madrid

juancarlos.garciaa@Qupm.es

Resumen. Sea (P,(z; z;\))n>0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto al fun-
cional lineal simétrico u definido por

1
(u,p) = / p(z)(1 — x2)()‘_1/2)e_”2dx, A>-1/2, z>0.

-1

Mediante el andlisis de los parametros de la relacién de recurrencia de tres términos que satisfa-
cen los polinomios (P, (z;2; A))n>0, mostramos algunos resultados interesantes como los desarrollos
asintdticos de estos coeficientes o las ecuaciones discretas de Painlevé y de Painlevé asociadas a ellos.
Finalmente, se ofrece una interpretacién electrostéatica de los ceros de dichos polinomios, asi como la
dindmica de los ceros en términos de los parametros z y A.

Referencias
[1] C. M. Cosgrove, Chazy’s second-degree Painlevé equations, J. Phys. A 39 (2006), 11955-11971.
[2] D. Dominici, F. Marcellan Truncated Hermite polynomials, J. Difference Equ. Appl.29(2023), no.7, 701-732.

[3] J. C. Garcia-Ardila, F. Marcellan, Generalized Gauss-Rys orthogonal polynomials, J. Math. Anal. Appl. 540,
2, 128695, 23 pp. (2024).

[4] M. E. H Ismail Classical and quantum orthogonal polynomials in one variable. With two chapters by Walter
Van Assche. With a foreword by Richard A. Askey Encyclopedia Math. Appl., 98 Cambridge University
Press, Cambridge, 2005. xviii+706 pp.

[6] A. Ramani, B. Grammaticos, Miura transforms for discrete Painlevé equations. J. Phys. A 25 (1992),
L633-1L637

Agradecimientos. Este trabajo ha sido financiado por la Comunidad de Madrid junto con la Universidad Rey
Juan Carlos bajo el proyecto I+D para Jévenes Doctores, Ref. M2731. La investigacion de Francisco Marcellan
ha sido financiada por el proyecto de investigacion PID2021- 122154NB-100 Ortogonalidad y Aproximacion con
Aplicaciones en Machine Learning y Teoria de la Probabilidad del MICTU/AEI/10.13039/501100011033 y por
“ERDF A Way of making Europe”.

12


mailto:{juancarlos.garciaa@upm.es}

l Matemitica Congreso Bienal de la Real Sociedad Matematica Espafiola RSME 2026
== deparicls Alicante, 19 - 23 enero 2026 UA - ALICANTE

Analisis semiclasico de polinomios ortogonales simétricos definidos
por un peso Freud truncado

VicTorR SOTO-LARROSA, EDMUNDO J. HUERTAS, ALBERTO LASTRA, FRANCISCO MARCELLAN

Departamento de Biocencias, Universidad Europea de Madrid / Departamento de Fisica y Matemadticas.
Universidad de Alcala

victor.soto@universidadeuropea.es / v.soto@uah.es

Resumen. Se introduce y estudia una familia de polinomios ortogonales simétricos P, (x; z), defini-
dos sobre el intervalo simétrico finito [—z, z] con z > 0 y ortogonales con respecto al peso e~ Estos
polinomios estan asociados a un funcional lineal semiclésico de clase cuatro y presentan propiedades
estructurales y asintéticas de gran interés. Se caracterizan los coeficientes v, (z) de la relacién de
recurrencia a tres términos, se analizan los momentos asociados a la medida y se deduce la funcién
de Stieltjes correspondiente. A partir de los operadores de subida y bajada se obtiene una ecua-
cién diferencial lineal de segundo orden satisfecha por esta familia. Asimismo, se proporciona una
interpretacién electrostdtica de sus ceros y se estudia su comportamiento dindmico en funcién del
parametro de truncacién z. Este trabajo conecta la ortogonalidad truncada con la teoria semiclasica
y las ecuaciones de recurrencia no lineales, y contribuye a una mejor comprensién de las familias de
polinomios sobre intervalos acotados.

Referencias

[1] S. M. Alsulami, P. Nevai, J. Szabados, W. Van Assche (2015). A family of nonlinear difference equations:
Existence, uniqueness, and asymptotic behavior of positive solutions. J. Approx. Theory, 193, 39-55.

[2] S. Belmehdi (1992). On semiclassical linear functionals of class s = 1. Classification and integral represen-
tations. Indag. Math. (N. S.), 3, 253-275.

[3] S. Belmehdi, A. Ronveaux (1994). Laguerre-Freud’s equations for the recurrence coefficients of semi-classical
orthogonal polynomials. J. Approz. Theory, 76(3), 351-358.

[4] Y. Chen, M. E. H. Ismail (1997). Ladder operators and differential equations for orthogonal polynomials. J.
Phys. A: Math. and Gen., 30, 7818-7829.

[6] W. Van Assche (2022). Orthogonal polynomials, Toda lattices and Painlevé equations. Physica D: Nonlinear
Phenomena, 193, 39-55.

Agradecimientos. La investigacion de Francisco Marcellan ha sido financiada por el proyecto de investigacion
PID2021- 122154NB-100 Ortogonalidad y Aprozimacion con Aplicaciones en Machine Learning y Teoria de la
Probabilidad del MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y por “ERDF A Way of making Europe”.
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Pares coherentes simétricos Dunkl de medidas positivas de segundo
tipo

JUDIT MINGUEZ CENICEROS, FRANCISCO MARCELLAN

Departamento de Matematicas y Computacién, Universidad de La Rioja

judit.minguez@unirioja.es

Resumen. Sean dos funcionales lineales simétricos (u,v) tales que sus correspondientes sucesiones
de polinomios ortogonales ménicos { Py, (z;u) }n>0 y {Pn(z;V)}n>0 estdn relacionados por

T, Ppii(z;u)

= P,(z;v) = Th1Pr—a(z;v), 7Tho1#0, n>2,
,un-l—l

donde 7}, es el operador Dunkl en una variable. Este par de funcionales lineales se dice par T),-
coherente simétrico de segundo tipo. En este trabajo probamos las condiciones necesarias y suficientes
que tiene que cumplir un par de funcionales simétricos (u, v) para que sea T),-coherente de segundo
tipo. Ademds, damos una descripciéon completa de estos funcionales y mostramos como ejemplos
aquellos en los que uno de los funcionales es T),-cldsico (medida generalizada de Gegenbauer o medida
generalizada de Hermite).
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Zeros of linear combinations of orthogonal polynomials
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Resumen. Given a sequence of orthogonal polynomials (p, ), with respect to a positive measure
in the real line, we study the real zeros of finite combinations of K 4 1 consecutive orthogonal
polynomials of the form

K
@n(x) =Y vipn—j(), n>K,
7=0

where 7;, 7 = 0,--- , K, are real numbers with vo = 1, yx # 0 (which do not depend on n). We
prove that for every positive measure p there always exists a sequence of orthogonal polynomials
with respect to p such that all the zeros of the polynomial ¢, above are real and simple for n > ny,
where ng is a positive integer depending on K and the v;’s.

Applications to the classical families of orthogonal polynomials will be considered.
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